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A la mémoŁire de BenoŁit MandelbŁroŁt
Abstract. The object under study i a particular closed curve on the
square lattice Z2 related wŁith the Fibonacci sequence Fn. It belong to a
clas of curve whose length i 4F3n+1, and whose interioŁr by tran-
lation tile the plane. The limit object, when conveniently noŁrmalized,
i a fractal line foŁr which we compute first the fractal dimension, and
then give a complexity measure.
§1. Introduction. I n a recent article [1] we defined and studied the
propertie of what we named a Fibonacci snowflake. Let u recall the
main fact. Consider the infinite sequence (qn)n∈N defined recursively on
the alphabet T = {L = left, R = right} by
q0 = ε (the empty woŁrd), q1 = R,
qn =
qn−1qn−2 if n ≡ 2 mod 3,qn−1qn−2 if n ≡ 0, 1 mod 3.
Here, qn−2 represent the woŁrd qn−2 in which the letter R and L are
permuted. The length |qn| of the woŁrd qn satisfie the Fibonacci relation
|qn| = |qn−1|+ |qn−2|
and therefoŁre
|qn| = 1√
5
(
1 +
√
5
2
)n
− 1√
5
(
1−√5
2
)n
.
To each woŁrd w ∈ T ∗ ∪ T N coŁrrespond a polygonal line Π on the
lattice Z2. At the n-th vertex of Π, the n-th letter wn of w indicate
the direction of the next side. It may well happen that some side are
vŁisited several time a foŁr the case w = L4 foŁr example. The length of
† With the suppoŁrt of NSERC (Canada).
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2 A. BLONDIN MASSÉ, S.BRLEK, S. LABBÉ, AND M. MENDÈS FRANCE
the polygonal line Π coŁrresponding to w = L4 i : |Π| = |L4|+1. Actually,
the followŁing general property hold
(1) |Π| = |w|+ 1, ∀w ∈ T ∗.
A finite polygonal line on Z2 i closed if boŁth extremitie coŁincide.
The coŁrresponding woŁrd i then said to be closed. Open signifie non-
closed; foŁr example, L4 i open while L3 i closed. An open polygonal
line i non-intersecting if each of it vertice i attained once only. A
closed non-intersecting polygonal line i one foŁr which the only vertice
vŁisited twŁice are the extremitie. Here are a few example:
(i) L4 i neither closed noŁr non-intersecting;
(ii) L3 i closed and non-intersecting;
(iii) (LR)n i open and non-intersecting;
(iv) L3RL3 i closed bŁut noŁt non-intersecting;
(v) (LRL)3LR i closed and non-intersecting.
Given a woŁrd w 6= ε, we denoŁte w− the woŁrd where the last letter i
suppressed. FoŁr example, (LRL)4− i closed and non-intersecting. I n
[1] we showed that the polygonal line Πn coŁrresponding to the woŁrd
(q3n+1)
4− i closed and non-intersecting (TheoŁrem 10) (see Figure 1).
TherefoŁre, the property (1) implie that
(2) |Πn| = 4|q3n+1|,
that i, the polygon Πn i composed of 4|q3n+1| unit segment in Z2 .
Figure 1. Fibonacci snowflake of oŁrder n = 5.
Complexity of the Fibonacci snowflake 3
§2. Fractal dimension. The rather `` complicated'' associated polygon
Πn, when conveniently noŁrmalized, tend to a fractal line a n→∞ which
we call Fibonacci snowflake. I n oŁur prevŁioŁu article we were aware of
it complexity, yet we overlooked it fractal dimension even thoŁugh we
had all the infoŁrmation needed. We now prove:
TheoŁrem 1. The fractal dimension of the Fibonacci snowflake i
(3) d = log(2 +
√
5)
log(1 +
√
2)
= 1.637938210 · · ·
Proof. First of all, we must see how to noŁrmalize the sequence of
polygon Πn so that they stay in a boŁunded region of the plane a
n → ∞. I n oŁur prevŁioŁu article we observed that the smallest square
wŁith side parallel to the two axe Ox,Oy and containing Πn, ha side
of size 2P (n+ 1)− 1 where the recurrence
P (0) = 0, P (1) = 1;P (n) = 2P (n− 1) + P (n− 2), foŁr n > 1,
define the so-called Pell number. Then they satisfy the relation
P (n+ 1) =
2 +
√
2
4
(
1 +
√
2
)n
+
2−√2
4
(
1−
√
2
)n
2P (n+ 1)− 1 = 2 +
√
2
2
(
1 +
√
2
)n
+
2−√2
2
(
1−
√
2
)n
− 1
∼ 2 +
√
2
2
(
1 +
√
2
)n
.
The polygon Πn i composed of 4|q3n+1| unit segment and blow up
a n → ∞. But the noŁrmalized polygon 12P (n+1)−1Πn stay boŁunded. It
ha 4|q3n+1| side each of length (2P (n+ 1)−1)−1. The toŁtal d-dimensional
noŁrmalized polygon ha length
4|q3n+1|
(2P (n+ 1)− 1)d
and therefoŁre the fractal dimension of the Fibonacci snowflake i
d = lim
n→∞
log(|q3n+1|)
log(P (n+ 1))
= lim
n→∞
log
(
1+
√
5
2
)3n+1
log(1 +
√
2)n
=
log(2 +
√
5)
log(1 +
√
2)
.
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§3. A measure of complexity. There are obvŁioŁusly many way to
measure the complexity of a line. We mention below a measure related
to the number of poŁint of intersection of the figure wŁith a random
straight line.
Recall a classical result due to Cauchy [2], Crofton [3], Steinhau [5].
Consider a plane rectifiable curve Γ of length |Γ| and whose convex hull
K ha a frontier of length |∂K|. A straight line D i defined by
x cos θ + y sin θ − ρ = 0.
The probabŁility measure considered i the unifoŁrm Lebesgue measure
dρ.dθ conditioned by the fact that D intersect Γ. The result we alluded
to i that the average number of intersecting poŁint of Γ wŁith a random
D i
N =
2|Γ|
|∂K| .
Applying thi to Πn, we see that the average number Nn of intersec-
tion poŁint of Πn wŁith D i
Nn = 2
2|q3n+1|
|∂Kn| ,
where Kn i the convex hull of Πn. Easily seen, |∂Kn| i of the oŁrder
of P (n+ 1). TherefoŁre,
TheoŁrem 2. We have
Nn ∼ a (2 +
√
5)n
(1 +
√
2)n
= a
(
2 +
√
5
1 +
√
2
)n
.
There i no difficulty to compute the constant a = (1 + √5), bŁut the
impoŁrtant poŁint i that the average number Nn of intersection poŁint
increase exponentially, showŁing once moŁre the high complexity of the
Fibonacci snowflake. TheoŁrem 2 coŁuld obvŁioŁusly be considered a a
coŁrollary of the proof of TheoŁrem 1. BoŁth result are strongly related.
Complexity of the Fibonacci snowflake 5
Remark 1. Let δn be the diameter of Πn (which i of the oŁrder of P (n+1)).
ObvŁioŁusly, 2δn ≤ |∂Kn| ≤ piδn. TheoŁrem 2 state that the ratio Ln/δn i
of the oŁrder of Nn where Ln i the length of Πn. The difference
Ln − δn = δn
(Ln
δn
− 1
)
measure the distance of Πn from being a straight line. The larger the
ratio, moŁre the curve meander.
Remark 2. Let F be a positive strictly increasing function. The ratio
F (Ln)/F (δn) i a measure of the complexity of Πn. When F = log we
obŁtain TheoŁrem 1 and when F = Id we obŁtain TheoŁrem 2. The choŁice
F = exp lead to exp(Ln − δn) i.e. Remark 1.
§4. Entropy. Let p(n)j be the probabŁility that a random straight line
intersect Πn in exactly j poŁint, given that the line meet Πn. The
associated entropy hn i by definition
hn = −
∑
pj(n) log(pj(n)).
In [4] it i shown that
hn ≤ log
(
2Ln
|∂Kn|
)
+
(
1− |∂Kn|
2Ln
)
log
(
2Ln
2Ln − |∂Kn|
)
.
The second term in the righthand side i positive, les than 1 and tend
to 0 wŁith |∂Kn|Ln .
Since Ln i of the oŁrder of (2 +
√
5)n and |∂Kn| i of the oŁrder of
(1 +
√
2)n, we have
hn ≤ n log
(
2 +
√
5
1 +
√
2
)
+O(1).
We have thu established an upper boŁund foŁr the complexity of Πn:
TheoŁrem 3.
lim sup
n→∞
1
n
hn ≤ log
(
2 +
√
5
1 +
√
2
)
.
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